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Information quantique
Transformée de Fourier quantique

Introduction

Fonder un systéme de traitement de l'information sur la logique quantique plutot que sur la
logique classique permettrait de résoudre infiniment plus efficacement certains problémes difficiles
comme la factorisation de grands nombres. La puissance du calcul quantique trouve son orogine
dans la facult¢ d'un systtme quantique de se trouver dans une superposition d'un nombre
gigantesque d'états. Dans ce bureau d'é¢tude, nous examinerons les grands principes de
l'informatique quantique, ainsi qu'un exemple d'algorithme quantique permettant de calculer une
transformée de Fourier a une vitesse théoriquement beaucoup plus €levée que celles des algorithme
classique les plus performant. Il est a noter qu'une réalisation expérimentale de cet algorithme a été
réalisé en utilisant la technique de la RMN que nous étudierons dans la dernicre partie.

Une synthése des propriétés de I'information quantique est présentée dans l'article qui servira
d'introduction a ce bureau d'é¢tude : «Les lois nouvelles de l'information quantique », J.-P.
Delahaye, Pour la science n°® 250 Aott 1998 pp. 66-72.

Partie 1 : Notion de qu-bit

L'objectif de cette partie est de comprendre la notion de qu-bit a travers des expériences
manipulant un parametre quantique décrivant 1'état de polarisation d'une particule quantique bien
connue, porteuse de l'infomation lumineuse : le photon.

Classiquement, la polarisation de la lumiére est reliée a 1'orientation du champ électrique de
l'onde lumineuse. Plutdt que de travailler avec la description classique, nous allons plutot considérer
les états de polarisation des photons individuels qui composent le faisceau lumineux.

On décrit les états de polarisation d'un photon dans un espace de Hilbert de dimension 2.
Dans cet espace, nous choisissons comme états de base les états de polarisations linéaires suivant la
verticale (Ox) et I'horizontale (Oy) (cf. figure 1), notés : |x> et | )

Ces états sont définis physiquement par le fait que si le photon est dans I'état de
polarisation |x> il passe dans un polariseur d'axe horizontal avec une probabilité de 1; s'il est dans
I'état ‘ y> , 11 est absorbé par ce méme polariseur (il passe avec la probabilité 0). Par définition, ces
états sont normés et orthogonaux : (yly)=(x[x)=1 et (ylx)=0

Une fagon de voir les choses est de considérer que le résultat d'une mesure du parametre
physique polarisation du photon grace a un polariseur est soit 1 si le photon passe le polariseur, soit
0 si le polariseur absorbe le photon. Ceci permet par exemple de définir 'opérateur P, décrivant
la polarisation du photon selon Ox qui, dans la base orthonormée [\x) y>} , & pour expression
matricielle :

P= 1 0
0 0
La polarisation des photons peut étre utilisée pour transmettre de l'information par exemple
par une fibre optique. On décide arbitrairement, d'attribuer la valeur 0 du bit a un photon polarisé

suivant Ox et la valeur 1 a un photon polarisé suivant Oy. En information quantique, les personnes
qui échangent de l'information sont appelés conventionnellement Alice et Bob. Alice envoie par
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exemple a Bob une suite de photons polarisés suivant yyxyxyyxx...Bob analyse la polarisation de ces
photons a l'aide d'une lame biréfringente (cf. figure 1) et en déduit le message d'Alice 1101010011.

Axes
X ~ optiques

-

E A \

v/
0

> >/

polariseur analyseur

Figure 1 : Décomposition et recomposition de polarisations a l'aide de lames biréfringentes. Le photon peut choisir le
trajet E (extraordinaire), ou il est polarisé suivant Ox, ou le trajet O (ordinaire), ou il est polarisé suivant Oy.

De facon générale, un état quelconque de polarisation est noté : ‘qb>=2\ |x> +u ‘ y> , 0l &
et B sont des nombres complexes tels que |Af+|u’=1

On considere un photon dont 1'état de polarisation est linéaire et fait un angle 6 avec la
verticale Ox.

—_—

Déterminer les valeursde A et u

2. Déterminer la probabilité pour que ce photon emprunte le trajet E puis celle pour qu'il
emprunte le trajet O.

3. Déterminer la probabilité pour que le photon traverse I'analyseur orienté suivant I'angle «
(cf- figure I). Quelle loi de 'optique ondulatoire reconnaissez-vous ?

4. On mesure I'état de polarisation du photon entre les lames biréfringentes et on le trouve
polarisé selon Ox. Recalculer la probabilité pour que le photon traverse l'analyseur orienté
suivant l'angle o« . Comparer ce résultat a celui de la question précédente et commenter.

5. Déterminer l'expression de la matrice de l'opérateur décrivant la polarisation du photon

selon un angle 0 avec Ox dans la base orthonormée {|x),|y)}

A priori on peut faire varier I'angle 6 continuement, ce qui en un certain sens permet au
qu-bit ‘qb> de prendre toutes les valeurs intermédiaires entre 0 et 1. Le qu-bit contiendrait donc
une quantité infinie d'information !!

6. Pourquoi cet énoncé optimiste est-il immédiatement démenti lorsqu'on analyse le processus
de mesure' ?

Dans la suite, nous noterons [0) et |1) les deux vecteurs de base de l'espace de Hilbert

1 Malgré tout, cette « information cachée » dans la superposition linéaire peut étre exploitée sous certaines conditions
que nous examinerons dans la partie 3.
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des qu-bits.

Nous nous intéressons maintenaint a la manipulation de 2 qu-bits. Nous verrons que cette
structure a 2 qu-bits est extraordinairement riche car elle introduit des corrélations quantiques
(configurations dites intriquées) entre les 2 qu-bits qui sont a la base des spécificités du calcul
quantique.

La construction d'un état & 2 qu-bits repose sur la notion de produit tensoriel'. Pour
construire mathématiquement un état a 2 qu-bits, nous supposons que le premier qu-bit, A, vit dans
un espace de Hilbert H,, dont une base orthonormée est {|0),,|1),} , et le second qu-bit dans un
espace de Hilbert Hy, dont une base orthonormée est {|0),,|1),} . Il apparait naturel de représenter

un état physique ou le premier qu-bit est dans I'état |0> 4 et le second dans 1'état |1> 5 par un

vecteur |0A1 B>=|01>=‘0>A®‘1>B . De cette fagon, on construit une base de l'espace produit
tensoriel Hy ®Hp , {|OO>, Ol>, 10>, 01>} , dans laquelle peut agir le produit tensoriel de deux
opérateurs M, (agissant dans H,) et M; (agissant dans Hp), M, &Msp.

Dans l'espace H; ®Hj, un état qui n'est pas de la forme dite factorisée |¢ A> ® ‘qb 3> est
appélé état intrigué. Examinons les propriétés de ces états intriqués.

1
Prenons par exemple I'état intriqué a deux qu-bits : |w>=ﬁ(|00> +‘ 11))

Supposons que nous voulions mesurer la probabilité de trouver le qu-bit A dans I'état O puis
déterminer 1'état du systéme a deux qu-bits apres la mesure.

Rappelons que l'opération mathématique qui correspond a une mesure est une projection. Si
I'on désire mesurer seulement le qu-bit A de I'état ‘([I> dans 1'état 0, on peut utiliser 'opérateur
produit tensoriel :

Mo‘4:(|0><0‘)A ® I,

ou (|0)(0]), estun opérateur de H, correspondant au projecteur sur l'état [0), et I I'opérateur
identité dans la base {|0);,|1),] de Hs.

2

7. Déterminer l'expression matricielle de (|0)(0]), dans labase {|0),,]1),}

8. En utilisant le produit de kronecker d'opérateurs® déterminer l'expression matricielle de
l'opérateur M, danslabase {|00),/01),/10),/01)}

9. En déduire via des produits matriciels la probabilité¢ de trouver le qu-bit A dans I'état 0
lorsque I'état du systéme est ‘(p> , puis 1'état du systéme a l'issue d'une mesure du qu-bit A.

10. Que dire de I'état du qu-bit B a l'issue de la mesure faite sur le qu-bit A ?

La situation obtenue précédemment peut paraitre surprenante car on a l'impression que la
mesure faite sur le qu-bit A dévoile instantanément (donc a une vitesse supérieure a celle de la
lumiére !!) l'information sur 1'état du qu-bit B. Cette situation peu banale® ou deux objets quantiques
sont fortement corrélés ne peut se satisfaire d'une explication classique : méme si les qu-bits A et B
sont ¢loignés de plusieurs années lumicre, on ne peut pas les considérer comme des entités séparés
et il n'existe pas de cas classique susceptible de reproduire ces corrélations. Les qu-bits forment une
entité uniques, il sont non séparables, en un mot ils sont intriqués.

1 cf. annexe

2 cf. annexe paragraphe 4.

3 qui fut a l'origine d'une controverse sur l'interprétation de la mécanique quantique. Initiée en 1935 par Einstein,
Podolski et Rosen (Phys. Rev. 47,777 (1935).
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Partie 2 : Logique quantique

I1 est facile de représenter des nombres entiers au moyen de qu-bits en calquant ce qui est
fait avec des bits ordinaires. Supposons que nous voulions inscrire dans un registre de qu-bits un
nombre entre 0 et 7. Un systéme de 3 qu-bits fera 'affaire en faisant correspondre ces nombres aux
8 états suivants' :

0:/000) 1:/001) 2:/010) 3:011) 4:/100) 5:|101) 6:[110) 7:|111) .

La généralisation a n qu-bits se fait sans difficultés : pour représenter un nombre inférieur a
N = 2" il faudra n qu-bits de I'espace de Hilbert produit tensoriel de rang n
H°"=H®H®..® H . La base de cet espace formée des 2" vecteurs orthonormaux
{|00...00),]00...01),...|11...11)} est appelée base de calcul.

L'ordinateur quantique est constitué¢ de portes logiques quantiques. La porte quantique la
plus générale est une matrice unitaire 2" x 2" opérant dans H®" .
On utilise couramment les portes suivantes qui n'agissent que sur un qu-bit :

y=(0 1 y=[0 —i 7=(1 0 ;=1 O H:Lll
10 i 0 0 —1 0 1 V2\1 -1
La porte cNOT ou controled-NOT est une porte a 2 qu-bits dont l'action sur un qu-bit |xy>
est la suivante : elle ne modifie pas le qu-bit \ y) ,ou qu-bit cible, si le qu-bit |x> , ou qu-bit de
controle, est dans I'état |0) , et elle effectue sur le qu-bit cible I'échange [0) « |1} sile qu-bit

de controle est dans I'état |1) . L'action de la porte cNOT est schématisée sur la figure 2. Le point

noir représente le bit de contrdle et le cercle le bit cible. L'opération [/ est I'addition modulo 2 (OU
exclusif).
X X

y x[y

Figure 2. Porte cNOT (controled-NOT) . Le point noir représente le bit de contréle et le cercle le bit cible.

La porte de Toffoli a 3 qu-bits est représentée sur la figure 3.

X @
Yy ’
z

Figure 3. Porte de Toffoli.

1 La notation produit tensoriel est omise : par exemple ‘010> est la notation abrégé de ‘0> 4® |1 > 5® |0 >C

4
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N —

whkw

Parmi les portes X, Y, Z, I et H laquelle est équivalente a l'opération logique NOT ?

Déterminer I'expression de la matrice de l'opérateur ¢cNOT dans la base de calcul
{|00),|01),[10),|01)}

Déterminer la table de véritée de la porte cNOT.

A quelle opération est équivalente 1'association des trois portes cNOT de la figure 4 ?

Déterminer la table de vérité de la porte de Toffoli (cf. figure 3). Montrer que si z = 1, cette

porte effectue 'opération NAND.

Figure 4.

Partie 3 : Transformée de Fourier quantique

L'algorithme quantique le plus efficace a I'heure actuelle est un algorithme de factorisation

du a Shor. Il utilise un circuit logique quantique permettant de construire une transformée de
Fourier. Cette TF quantique, a l'instar de la TF classique, est amenée a jouer un rdole fondamentale
en informatique quantique pour résoudre différentes classes de problémes'.

Soit un nombre entier n, 0<n < 2P-1, écrit avec p bits et |n>=‘n0n1 ---np_1> ,n,i=00ul, un

vecteur de la base de calcul.

On pose N = 2P, le nombre de vecteurs de la base de calcul.

On définit 'opérateur Urr, dont les éléments de matrice dans la base de calcul sont :

1 i2mhknl2"
<k|UFT‘”>=Fez o2

1 i2m /2"
Par exemple : (0|U ,,[0)=1 , <1|UFT|1>:W62 o
27—1 27—1
Considérons une séquence x[n] telle que " |x[n]f=1 ,etunétat |¢)= x[n]|n)
=0 =0

27 -1

L'action de Upr sur I'état |(p> donne un état ‘(;b>= kZ: Vylk] |k>
=0

Cette action transforme donc la séquence x[#] en la séquence® ¥y[k] (cf. figure 5).

1 Pour une excellente synthése sur I'informatique quantique, voir l'ouvrage de M. Nielsen « Quantum Computation and
Quantum Information », Cambridge University Press, 2005, (pp 216-247 pour la TF quantique)
2 On utilise les mémes notations qu'en cours de traitement numérique du signal

5
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x[N=1] —— — W N=1]
x[N=-2] — — WN=-2]
3 UFT 3
x[0] —— — Jo/[o]

Figure 5. Transformée de Fourier quantique

27—1
. r r 1 2T ’
1. Montrer que l'action de Urrsur I'é¢tat |n) donne l'état U FT|”>=W Z e’
j=0
2. Déterminer l'expression de »y[k] en fonction de x[n] en faisant agir Usr sur 1'état |(,U>
Quelle transformation reconnaissez-vous ?
3. Montrer que l'opérateur Urr est unitaire.

k)

Pour simplifier l'expression de U ,;|n) , on utilise une technique standard des transformées
de Fourier rapides en décomposant en binaire les entiers n et & :
n=ny+2n+..+2""'n _
k=kot+ 2k +.. 42"k, _,
On introduit la notation (représentation binaire d'un nombre inférieur a 1) :

M-t L)

n, _1
npnp_l...n]n0—7+ 2

On peut alors factoriser le résultat du calcul de U FT|n> de la question 1 de la facon
suivante :

1 i2mk,.n _ ..n 2k _,.n
UFT‘”>: o2 z e e
2 ok

ky.k,_y)

Pour fixer les idées, on peut prendre l'exemple p = 3, N = 2° = 8, le produit kn/8 dans
I'exponentielle peut étre remplacé par

I n, n, n n, n X
?—%ko(?z+zl+§o)+k1(j+f)+k2?0=ko.n2nln0+k1'n]n0+k2.n0

4. Factoriser I'expression de U FT|n> en deux temps, d'abord sous la forme

1
UFT|n>=W; a0|k0>; (xl|k1>...kz cxp_1|kp_1> ,

1

puis sous la forme

_ 1 1 1
U prln)= ﬁ<\0>+3o|0>) @<\0>+31\0>>... @(\0>+Bp_1|0>)

Pour construire le cicruit quantique d'opérateur Urr, on utilise la porte Hadamard H et

6
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I'opérateur controled-R, qui réalise l'action suivante sur le qu-bit cible , si le qu-bit de controle est
dans I'¢tat 1)

o

10.

1.

1 0
Rd:(o eirr/2d)

On se place dans le cas particulier ou p =3, N =2 = § et on considére le circuit de la figure

|n2> H i RI i Rz i |S2>
) |
) i HooR s
w2) 3 l

s . s

o)

Figure 6.

Déterminer les expressions des états |(I/1> , ‘(,U2> , et |(l/3>

1
Montrer que les états ‘S1,2,3> s'écrivent sous la forme |S1>:ﬁ(‘0>+31’2’3‘1>) . En

déduire que le circuit de la figure 6 réalise bien une TFD quantique d'ordre 3.

En généralisant le résultat précédent, proposer un circuit permettant de calculer une TFD
quantique d'ordre N.

Sur le circuit proposé, calculer le nombre de portes H et le nombre de portes cRd .

En supposant que chacune de ces portes réalise une opération quantique élémentaire,
calculer le nombres Crmpg d'opérations quantiques élémentaires pour réaliser une TDF
quantique d'ordre N.

Calculer le nombre Crepc d'additions et de multiplications nécéssaires pour calculer une TFD
classique. Comparer Crepc €t Crepg. Conclusion ?

En fait il existe des algorithme dits « rapides » pour ramener Crrpc @ un ordre de N.Iny(N).
Cela est-il suffisant pour concurencer la rapidité de la TFD quantique ?

Partie 4 : Réalisation physique

Dans cette partie, on se propose de montrer un exemple de réalisation physique de portes

quantiques a un seul qu-bit'. Le record du nombre de qu-bits manipulés physiquement a été établi en
2001 par un « ordinateur quantique » utilisant la Résonance Magnétique Nucléaire. Cette technique
utilisée principalement pour déterminer la structure de molécules d'intérét chimique ou biologique,
repose sur l'intéraction entre le spin 1/2 d'un proton? et la superposition d'un champ magnétique

1 Laréalisation physique de portes a deux qu-bit présente une complexité dépassant le cadre de ce B.E.
2 Celui d'une molécule d'eau par exemple, exploité dans le cadre de I'RM (Imagerie par Résonance Magnétique)

7
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statique B,Z et radiofréquence (RF) B,(Xcoswt—7ysinwi?) '. Dans ce cadre les qu-bits sont
bien entendu les protons ou plus spécifiquement leur spin.

On admettra que le hamiltonien décrivant une telle interaction s'écrit? :

w w, e
H(t)=| 0 ! ,

w, e —w,

avec w,=y B, et w,=y, B, ou le paramétre y, est le facteur gyromagnétique du
proton.

On s'intéresse a I'évolution d'un vecteur d'état sous la forme :
|6 ())=A(0)[0)+u(D)|1) ,avec [A(e)f+|u(r) =1

1. En écrivant 1'équation de Schrodinger matriciellement, déterminer le systéme d'équations
différentielles couplées auquel obéissent A(z) et u(f) . On mettra ce systéme sous la
forme :

dA(t)

i

dt
2. Enposant A(f)=A(r)e " et u(t)=f(¢)e”™"'* réécrire le systéme sous la forme :
(¢)
dt
3. Montrer que dans le cas de la résonance w=w, , la solution du systéme est alors :
2Ax=acos(oolt/2)+bsin(w1 t12)
fi=iasin(w, t/2)+ibcos(w,t/2)

4. Partant d'un qu-bit initial ‘¢(0)>=‘0> i.e. A(0)=1 et p(0)=0 , déterminer l'expression
de la probabilité p,_,(?) pour que le qu-bit se retrouve dans I'état \1> . Représenter
graphiquement p,_,, ()

5. Déduire de l'expression de Do (t) qu'au bout d'un temps ?=?,, le qu-bit est dans un
état de superposition de [0) et de |1)

6. Combien de temps faut-il laisser le champ RF pour réaliser a un facteur de phase prés une
porte X ?

Conclusion

1 Cas d'une OPPM polarisée circulairement
2 Pour bien comprendre ce qui suit se reporter au poly pp 158-164.

8
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Annexe : Produits tensoriel d'espaces de Hilbert

1. Définition du produit tensoriel d'espaces de Hilbert

Pour définir généralement la notion de produit tensoriel d'espaces de Hilbert, considérons
deux espaces de Hilbert E et F. On peut leur associer un troisiéme espace de Hilbert G et une
application bilinéaire T du produit direct ExF dans G tels que :

® T(ExF) engendre G, c'est-a-dire que tout élément de G' est somme (éventuellement infinie)
d'éléments de la forme T'(|u),|v))
® Soit une base hilbertienne {|e,)] de E et une une base hilbertienne {‘ f ,,>} de F. Alors la

famille {7 ( €m>, fn>)} est une base de G.

L'espace G est appelé produit tensoriel de E et F et not¢ G=E®F. Onpose T(|u),|v))=|u)®|v)
Les ¢léments de E ®F sont appélés tenseurs; ils ont, en vertu de ce qui précede, la forme générale :

)= C,.len)® 1)

,h
Les éléments de la forme |u)®|v) sont dits factorisés. Tout tenseur s'écrit de fagon non unique
comme somme (éventuellement infinie) de tenseurs factorisés.

2. Espaces de Hilbert et degrés de liberté

Pour définir l'espace de Hilbert dans lequel on peut décrire complétement 1'état d'un systéme
quantique, introduisons la notion de degré de liberté d'un systeme. Une particule en mouvement
dans l'espace a trois degrés de liberté. Un systéme de deux particules en mouvement dans I'espace a
donc six degrés de liberté, etc. Une particule quantique peut également avoir un moment cinétique
intrinséque (son spin, i.e. son état de polarisation pour un photon), ce qui lui confére un degré de
liberté supplémentaire.

Chaque degré de liberté est décrit dans un espace de Hilbert donné. Par exemple, le
mouvement suivant x se décrit dans l'espace des fonctions de carré sommable de la variable x,
L*(R). On postule qu'un systéme donné comportant N degrés de liberté est décrit dans l'espace de
Hilbert E produit tensoriel des espace de Hilbert respectifs E;, i=1,2,...,N dans lesquels sont décrits
ces N degrés de liberté : E = E,;QFE,8...0Fy .

3. Propriétés du produit tensoriel
a) Si E et F sont de dimension finie Ng et Nr, la dimension de G = E ®F est No— Ng Nr.
b) Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité, il est commode d'utiliser les notations compactes :
)@ |v)=Ju)lv)=lu,v)
c) Le produit scalaire hermitien de deux kets facorisés |¢>=|u> ®v) et
|X>=|u 1® |v’) se factorise et vaut :  (X|p)="{(u"lu){v'Iv)

4. Opérateurs dans I'espace produit tensoriel

Considérons maintenant deux opérateurs A; et Br agissant respectivement dans E et F. On
peut définir le produit tensoriel des opérateurs A et Br : Co = A ® Br par la régle :
(A,® B, )(|u)®|v))=(A4|u))® (B.|v))

Cela permet de définir I'action de C sur les éléments de la base factoriée {|m)®|n)} et
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par conséquent sur tout vecteur de G = E®F.
En particulier, nous pouvons prolonger l'opérateur Ag dans G par Az = A ® Ir, ou Ipest
l'opérateur identité dans F.

Pour calculer I'expression matricielle du produit tensoriel de deux matrices 2x2, on utilise le
produit de Kroneker :
si les opérateurs s'expriment :

AE=(a Z dans {‘€1>, ez>} )
B.= * dans {|f1>: f2>}
y o ’
ax afB bx bP
aB, bB a ad b boé
alors A.® B.= CB: dBi = Cij B d)o/( dp dans {‘e1f1>:e1f2>:ezf1>:ezf2>}

cy co6 dy dé

5. Exemple simple : boite cubique

Dans 1'é¢tude quantique d'une particule dans une boite cubique tri-dimensionnelle de coté L,
il est commode de séparer le mouvement de la particule suivant x, y, z et de chercher les solutions
particulieres de la forme :
Wy n (X, ¥, 2)=w, w, g, ccsin(n1x/L)sin(n,x/L)sin(nymx/L)
Dans la terminologie du produit tensoriel, ce sont des tenseurs décomposables. Une fonction d'onde
générale peut alors s'écrire en fonction de cette base factorisée :

(p(x,y,z)= Z Cnl‘nz_nswn,_nz.m(x’ y’Z)

ny nyny

Des exemples plus subtils de produits tensoriels d'espaces de Hilbert concernent les cas de
particules ayant des degrés de liberté internes, par exemple un spin.
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