
Physique QuantiqueNanotubes de arbone : les nouveaux "�ls" életriques
1 Bandes d'énergie dans un nano�lDans ette partie introdutive, on onsidère une struture ristalline unidimen-sionnelle (un "�l") onstitué de N atomes situés aux absisses xn = na (�gure 1), eton s'intéresse :� à la struture des niveau d'énergie de e modèle (bandes d'énergie)� à la dynamique d'un életron injeté dans le �l et aux propriétés de ondutionéletrique orrespondantes.Dans un seond temps, on étudiera une struture bidimensionnelle enroulée, le "na-notube".On suppose pour l'instant que l'atome onstituant le motif de la struture possèdeun seul életron (életron de valene). On note |χ1s〉 l'orbitale atomique oupée paret életron, et E0 le niveau d'énergie orrespondant (�gure 1).
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V (x) AtomeFig. 1 � Potentiel approximatif V (x) réé par un atome � isolé �. On note E0 le niveaufondamental orrespondant, et χ1s(x) la fontion d'onde (i.e. l'orbitale atomique "1s")normée orrespondante.
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Fig. 2 � Modèle d'un nano�l : les orbitales atomiques "1s" se reouvrent légèrementet assurent ainsi la ohésion du "ristal". La notation |n〉 dénote l'orbitale 1s du nièmeatome situé en xn = na.



Physique Quantique Nanotubes de arbone : les nouveaux "�ls" életriques 2Chaque atome est plaé sur le réseau ristallin à une position xn = na telle que lesorbitales se reouvrent légèrement. Ce reouvrement traduit l'existene d'une liaisonovalente entre atomes voisins, liaison qui assure la ohésion du ristal.Pour simpli�er la modélisation du �l, qui est �ni, et pare qu'on souhaite éviterde modéliser spéi�quement les e�ets de bords (on le fera plus tard), on utilise unarti�e appelé "onditions aux limites périodiques"1 (�gure 3). Ces onditions auxlimites périodiques imposent aux fontions d'onde des életron se déplaçant dans le�l une périodiité égale à la longueur du �l L = Na : e résultat sera utilise un peuplus loin.

Fig. 3 � Modèle d'un nano�l ave onditions aux limites périodiques : le �l est "re-boulé" sur lui-même, e qui permet de s'a�ranhir de traiter les e�ets de bord.On onsidère omme base des états du �l la base onstituée des orbitales atomiquesdes atomes "isolés" :
B = {|0〉 , . . . , |i〉 , . . . , |N − 1〉}ave par dé�nition |n〉 = χ1s(x − na). On exprimera don les états stationnaires du�l omme ombinaison linéaire de es orbitales. La base B ne onstitue pas en touterigueur une base orthonormée, ar les orbitales (toutes identiques) se reouvrent. Pourautant, le reouvrement étant faible, on ommet une faible erreur en la supposantorthonormée.1.1 Bandes d'énergieDans la base préédente B, la matrie hamiltonienne H gouvernant la dynamiquede l'életron est dé�nie par les éléments de matrie Hi,j = 〈i|H |j〉 suivants :

Hn,n = E0, Hn,n±1 = A, pour n 6= 0

Hi,j = 0 sinonLe terme A provient diretement du reouvrement des orbitales : formellement, ils'érit
A = 〈n|Un |n+ 1〉 = 〈n|Un+1 |n+ 1〉 =

∫

χ∗(x− na)U(x− na)χ(x− (n+ 1)a)dxoù Un est le potentiel életrostatique en 1/r (répulsif ar entre harges de même signe)réé par le nième atome. L'intégrale s'appelle "intégrale d'éhange", et nous allons1Anglais : Periodi Boundary Conditions.



Physique Quantique Nanotubes de arbone : les nouveaux "�ls" életriques 3voir qu'elle orrespond de fait à un éhange d'életron entre deux atomes voisins. Entout état de ause, si le reouvrement est nul, A = 0 ; au ontraire, un reouvrementet/ou un potentiel importants donneront un A élevé...Q1. Représenter matriiellement H pour un �l ontenant N = 5 atomes.Attention aux onditions aux limites ! Pourquoi n'est-il pas envisageable, pouraluler les niveaux d'énergie, de diagonaliser diretement H dans le as gé-néral (N quelonque) ?Q2. Pour des orbitales "s", quel est le signe de A ? (se reporter au polypour l'expression des orbitales 1s, 2s...). On ne demande pas de aluler ex-pliitement A ! Même question si on avait des orbitales px (i.e., dont l'axe desymétrie de révolution est l'axe du �l). Tant que vous y êtes, faites un shémasimilaire à la �gure 2, mais ave des orbitales px, en indiquant les régions oùl'orbitale est négative ou positive.On note |Φ〉k un état stationnaire de l'életron dans le �l, assoié au kième niveaud'énergie E(k). Attention, e n'est pas (a priori) la même fontion d'onde qu'un étatstationnaire d'un életron dans un atome isolé, ar dans ertaines onditions (f.plus bas), et état stationnaire peut être déloalisé sur l'ensemble du �l ! On pose
|Φ〉k =

∑

n cn |n〉. k est pour l'instant un indie permettant d'étiquetter les étatsstationnaire du �l, rien de plus (pour l'instant).Q3. Que représente le nombre |cn|
2 ?Q4. Erire l'équation aux valeurs propres de H, puis en déduire les équationsaux di�érenes �nies dont les oe�ients cn sont solutions. Pour démarrer,onsidérez par exemple le as N = 5, puis tentez de généraliser à N (et n)quelonques.Q5. Montrer que la solution cn des équations préédentes peut s'érire eikxn(i.e., en toute généralité, on a cn ∝ αn, où α est di�érent pour haque valeurde k, mais pour des raisons qui apparaîtront évidentes plus loin, on préfèreposer α = eika).Q6. Déterminer l'énergie E(k) en fontion de k et traer sur un diagramme,pour A > 0 et pour A < 0. Quelle est la largeur de la bande d'énergie ?Q7. Montrer que les onditions aux limites périodiques imposent à k de neprendre que des valeurs disrètes.Q8. Montrer que |Φ〉k et |Φ〉k′ orrespondent à une seule et même fontiond'onde si k − k′ est un multiple de 2π/a. Montrer qu'il en est de mêmepour E(k), et en déduire qu'on peut limiter le diagramme d'énergie à uneseule "période" (appellée "première zone de Brillouin") ontenant tous lesétats physiques, et que l'on déterminera. Combien d'états életroniques sontsuseptibles d'être peuplés dans ette zone ? (ne pas oublier le spin)Q9. Déterminer la densité d'état D(E) dé�nie omme le nombre d'étatsstationnaires d'énergie E donnée.Q10. Erire expliitement |Φ〉k sur la base B (penser à normer !), et traerl'allure de son module et de sa partie réelle pour quelques valeurs de k (parexemple : k = 0, k = π/L, k = 2π/L).Il apparaît don que es états stationnaires sont déloalisés sur l'ensemble du �l,e qui, nous allons le voir, assure que le �l est onduteur.



Physique Quantique Nanotubes de arbone : les nouveaux "�ls" életriques 4Q11. Que peut-on dire si k est un nombre imaginaire pur ? un nombre om-plexe de la forme k = a + ib ? Que vaut l'énergie orrespondante ? Danse as, les onditions aux limites périodiques sont-elles toujours respetées ?(nous verrons que de tels états peuvent exister dans un �l "réel" sans ondi-tions aux limites périodiques).1.2 Dynamique d'un état életroniqueOn onsidère un état initial de l'életron dérit par l'état stationnaire |ψ(t = 0)〉 =
|Φ〉k. Cet état orrespond don à un életron dont l'énergie est parfaitement détermi-née (e qui, en pratique, est rarement le as, soit dit en passant).Q12. Déduire de l'équation de Shrödinger, l'expression de |ψ(t)〉 pour t > 0.Indiquer la vitesse de phase de ette onde.On onsidère maintenant un paquet d'onde d'état initial |ψ(t = 0)〉 =

∑

k dk |Φ〉k,où dk 6= 0 pour k appartenant à un � petit � intervalle entré autour d'un k0 donné.On s'autorise ainsi une petite �utuation sur l'énergie de l'életron.Q13. Exprimer la probabilité de présene P(xn) de l'életron sur l'atome n.A quelle vitesse de groupe se propage ette onde de probabilité ? Existe-t-ilune vitesse maximale dans le �l ? Si oui, laquelle ?On aborde maintenant la notion de masse e�etive d'un életron dans le �l.Q14. E�etuer un développement limité au seond ordre de E(k) au voisinagede l'extrémum situé en k = 0 (minimum ou maximum selon le signe de A).Q15. Montrer que E(k) représente, dans ette approximation, l'énergie d'unéletron libre a�eté d'une masse e�etive m∗ dont on préisera l'expression.Quel est le signe de ette masse e�etive ? Commentaire...1.3 Remplissage des états életroniques à l'équilibre (�l non-onneté)Jusqu'ii, nous avons étudié le système omme s'il ne ontenait qu'un seul éle-tron. En réalité, plusieurs életrons peuvent se trouver dans le �l : la question sepose don de savoir omment nous allons "peupler" les états stationnaires ave eséletrons. Dans une approhe thermostatistique, e "peuplement" est régi, lorsque leséletrons peuvent être onsidérés omme indépendants (i.e., n'interagissent pas), parla distribution de Fermi-Dira. La fontion de Fermi-Dira
f(k) =

2

1 + e(E(k)−EF )/kTindique quelle est le taux statistique d'oupation d'un état |Φ〉k. EF représente leniveau de Fermi (appelé également "potentiel himique"), k est la onstante de Boltz-mann, et T la température.Q16. Traer l'allure de f(E) pour T = 0 et pour T > 0 (traer pour deuxtempératures T1 et T2 > T1).Q17. A quelle ondition peut-on onsidérer les életrons omme indépendants(réponse qualitative attendue, faisant référene à la notion d'érantage ; sedoumenter le as éhéant).



Physique Quantique Nanotubes de arbone : les nouveaux "�ls" életriques 5Q18. Tant que le �l n'est pas onneté à des ontats extérieur (situationd'équilibre thermodynamique), ombien d'életrons sont présents dans le sys-tème ?Q19. En déduire, à T = 0, la position du niveau de Fermi EF et le traerdans le diagramme d'énergie.Q20. La bande d'énergie est-elle partiellement ou omplètement remplie ?Le ourant életrique dans le �l de longueur L s'érit formellement :
I =

∑

k

q

L
vg(k)où vg(k) est la vitesse de groupe pour un paquet d'onde de veteurs d'onde entrésautour de k, vitesse alulée préédemment.Q21. Montrer qu'à l'équilibre, le ourant életrique total est nul par symétrie(f. �gure 4 (a)).
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E = qV2Fig. 4 � Oupation des niveaux d'énergie : (a) en l'absene de polarisation du �l ;(b) ave une d.d.p. V2 − V1 appliquée au �l.Lorsque le �l est soumis à une d.d.p. V2 − V1, l'oupation des niveaux devientasymétrique : dans es onditions, le ourant net dans le �l n'est plus nul. Nous allonsmontrer que la ondutane du �l est alors quanti�ée.Q22. Indiquer dans quel intervalle de l'axe E les ontributions des vitesseséletroniques vg(k) ne se ompensent pas par symétrie.Dans la suite, on approximera ∑

k par L
2π

∫

dk (k étant un multiple de 2π/L, etteapproximation est valide si L est su�samment grand) ;Q23. En remplaçant vg(k) par son expression en fontion de E(k) et kalulée à la partie préédente, exprimer le ourant I omme une intégralesur E, en préisant bien les bornes d'intégration. En déduire simplement larelation entre I et V2 − V1, puis la ondutane du �l (appelée "quantum deondutane"). Faire l'appliation numérique.Q24. Comment expliquer (qualitativement) qu'un �l de taille "maroso-pique" puisse posséder, au ontraire d'un nano�l, une ondutane beauoupplus élevée ?



Physique Quantique Nanotubes de arbone : les nouveaux "�ls" életriques 61.4 Nanotubes de arbone : métal ou semionduteur ?A la surfae d'un nanotube, les atomes de Carbone forment un réseau périodiquebidimensionnel de maille ristalline hexagonale (~a1,~a2), ave un motif onstitué dedeux atomes de Carbone A et B, f. Fig. 5 : le réseau est généré par translation de emotif d'un veteur ~R = n1~a1+n2~a2, n1 et n2 étant deux nombres entiers quelonques.
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Fig. 5 � Struture ristalline de la surfae d'un nanotube de arbone : les veteurs
~a1 et ~a2 permettent de générer l'ensemble des noeuds du réseau par translation dumotif élémentaire (onstitué des deux atomes de Carbone A et B) d'un veteur ~R =
n1~a1 + n2~a2, n1 et n2 étant deux nombres entiers quelonques. Les atomes de type"A" sont indiqués en blan (ils sont situés sur les noeuds), eux de type "B" en gris(ils sont situés à ~a0 des noeuds).On onsidère que seules les orbitales pz des atomes de Carbone se reouvrentde manière signi�ative, et que les éléments de matrie entre atomes "plus prohesvoisins" valent tous −t, t > 0. En notant ∣
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Physique Quantique Nanotubes de arbone : les nouveaux "�ls" életriques 7la somme portant sur tous les noeuds ~R du réseau. La représentation matriielle de Hétant désormais peut ommode en raison de la dimension 2 du problème, on "projette"diretement l'équation préédente sur haque orbitale, à savoir :
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φk〉Q26. Remplaer |φk〉 par son développement sur la base des orbitales dansles deux équations i-dessus, et en déduire un système de deux équations liantles oe�ients cA~R et cA~R pour des points ~R voisins sur le réseau.Q27. Résoudre e système d'équations en posant, omme pour le nano�l,

cA~R
= cA0 e

i~k·~R et cB~R = cB0 e
i~k·~R. Montrer que es deux ensembles de oe�ientssont non-trivialement nuls si et seulement si E(~k) satisfait une relation quel'on expliitera.On obtient, ontrairement au nano�l, deux bandes d'énergie : la bande supérieureest appelée bande de ondution, la bande inférieure est la bande de valene.Q28. Déterminer l'ensemble des veteurs ~k orrespondant aux minima etmaxima de E(~k). Représenter le réseau ainsi généré sur un plan.Pour un nanotube ontenant N atomes, il y a (omme pour un nano�l) 2N étatsaessibles en tout (N dans haque bande), le fateur 2 provenant du spin.Q29. En déduire la position du niveau de Fermi à T = 0, haque atomelibérant un életron. Indiquer sur le réseau préédent où se trouvent les pointstels que E = EF .
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LFig. 6 � Struture "enroulée" d'un nanotube de arbone de longueur L et de diamètre
D. L'enroulement représenté orrespond à un nanotube de type "zigzag", ar lesatomes sur les bords du tubes forment un struture en zigzag.La struture enroulée d'un nanotube impose des onditions aux limites périodiques"physiques" selon la diretion de l'enroulement : si on note ~c le veteur "ironférene"tel que les points ~R et ~R + ~c sont en orrespondane sur la surfae du tube, alors ~k.Ces onditions imposent que ~k · ~c = 2mπ,m ∈ Z.Les nanotubes de type "zigzag" sont tels que ~c = p(~a1 − ~a2), p ∈ N, i.e., l'enrou-lement a lieu selon la diretion ey.Q30. En déduire la ondition de quanti�ation de ky.



Physique Quantique Nanotubes de arbone : les nouveaux "�ls" életriques 8On suppose le tube su�samment long (L ≫ D) pour qu'on puisse onsidérer que kxest une variable ontinue. Les veteurs ~k permis dé�nissent don des droites horizon-tales. Chaque valeur de ky dé�nit alors une sous-bande d'énergie unidimensionnelle(i.e., analogue à un nano�l).Q31. Pour p = 5, traer es droites sur le réseau, puis traer sur un mêmegraphe E(kx) pour les sous-bandes les plus prohes d'un minimum de la bandede ondution (en hoisir un parmi les di�érents minima). Même question pour
p = 6. Quelle di�érene qualitative existe entre es deux situations ?Q32. A quelle ondition sur p existe-t-il des états aessibles situés à E =
EF ?Dans le as où ette ondition n'est pas satisfaite, il existe un gap Eg entre lessous-bandes de valene et de ondution, et le nanotube est alors semionduteur.Q33. Caluler Eg pour quelques valeurs de p (faire l'appliation numérique).Comparer ave Eg = 1.12eV pour le Siliium.Q34. Quelle est la longueur d'onde maximum d'une radiation suseptibled'exiter un életron d'une sous-bande de valene vers une sous-bande deondution ? Traer en fontion de p.Q35. Déterminer la masse e�etive des életrons au voisinage d'un minimumen fontion de p, lorsque le matériau est semionduteur. Commenter.


